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Je 4.novembra 1960. Jedna z najvicsich klenbovych priehrad
sveta, nadrz Vaiont v talianskych Alpdach je uz Ciastocne naplnend.
Tesne po dokonéeni hradze preukazal jeden zo Spickovych
geologickych timov, podielajucich sa na prieskumoch, existenciu
fosilneho (predvekého) zosuvu na lavom brehu nddrze. Podla
predpokladaného tvaru Smykovej plochy sa usudilo, Ze stabilita je
zatial’ dostatocna. Avsak pri napustani vody svah ndhle ,,0zil“.
Objavili sa tahové trhliny a celd oblast bola pozorne sledovand.
Nahle sa z cela svahu odtrhlo 700 000 m* horniny (ako kocka o
strane 88 m) a zrutilo sa do vody. Napriek obrovskym
pochybnostiam o budiicej existencii diela sa nadrz zacala dalej
napliiat. Boli zrealizované dalsie velmi podrobné geotechnické
prieskumy a technické upravy. Celd oblast sa nepretrZite velmi
presne merala. Posun svahu sa upravil na 3+5 mm za deii. V roku
1963 18.septembra  sa rychlost pohybov zacala exponencidlne
zvySovat. 8.oktobra bola rychlost cela zosuvu 0,5 m za den. Nadrz
sa zacala naplno vypustat, ale bolo uz neskoro. 9.0ktobra 1963 o
22:38 sa rychlostou vyse 100 km/hod v priebehu 45 sekund zritilo
260 000 000 m® (ako kocka o strane 638 m) jurskych a kriedovych
vapencov i slieftov do nadrze, ¢o sposobilo prelivovii vinu 100 m (!)
nad korunou hrdadze. Este predtym vSak primdarna vina stacila znicit
dedinu Casso, umiestnenti 260 m nad pévodnou hladinou na
ndprotiviom brehu. Cast mesta Longarone zmizla z povrchu
zemského. Znic¢ené boli aj dalSie obce Pirago a Villanova. Trvalo
38 rokov, kym sa rezisér a producent Renzo Martinelli odhodlal
nakrutit film s rovnomennym ndzvom Vaiont (2001)...

Na obrazku 1 si znazornené obnazené klzné plochy po
zosunutych masach na svahoch vrchu Monte Toc nad Vaiontom.
Podrobnejsie o priebehu, pri¢inach a nasledkoch katastrofy si
povieme v niektorom z d’alsich ¢lankov.

A

Obrazok 1
UvVOoD

V druhom nezaviznom pokraCovani problematiky sa
zameriame viacej na pouzivané vypoétové programy aj za
hranicami, pricom si trochu viacej posvietime na numerické
metody, konkrétne na metodu koneénych prvkov (MKP).

Pri analyze svahovych pohybov je prvorady a uréujuci kvalitny
geotechnicky prieskum, inZinierske rieSenie a cit, ako aj vystizné
kontrolné merania (obrazok 2). Matematické modelovanie mbze
slazit’ len ako pomdcka, aj ked’ v poslednom case sa stava ¢im d’alej
nezastupitelnejSou. Je tu vSak jedno velké nebezpecie. Aj pri vel'mi
presvedéivo vyzerajucich grafickych vysledkoch, ziskanych
pomocou profesiondlnych programov, mozu byt tieto pri
nespravnych predpokladoch vstupnych udajov celkom scestné a
klamlivé. Takze sa budeme drzat’ toho, ze pocitatovy program je
vel'mi dobry radca, ale zly pan.

Pri matematickom modelovani horninového telesa moézeme
pouzivané metoédy rozdelit’ na analytické (klasické) a numerické
(najcastejsie MKP).

Analytické metody su jednoduchsie [1] a vychadzaju
z podmienok medznej rovnovahy. Nem6ézu nam vsak poskytnut
poznatky o rozloZeni napitia v telese a pozdiz §mykovej plochy, o
miestach pociatocného progresivneho porusenia, ani ¢asovy vyvin
napdti a posunov Vv jednotlivych fazach, tzv. mechanizmus

distribu¢nu funkciu (obrazok 4).
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Obrazok 2
ANALYTICKE METODY

Analytické metody st postacujuce, pokial zistujeme len stupen
stability svahu.
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Obrazok 3

Uvedme si niektoré nadStandardné moznosti Spickového
svetového softwaru SLOPE/W kanadskej firmy GEO-SLOPE.
Program vysetruje analytickymi metédami stabilitu svahu (obrazok
3). Okrem mnozstva beznych, ako aj rozsirenych funkcii, umoziuje
napr.

@ definiciu $mykovej pevnosti ako funkciu napatia alebo uhla
$mykovej plochy, priCom funkcie mozno modelovat’ aj graficky
mySou @ definovat’  bilinearne Mohr-Coulombove obalky
porusenia @ ziskat’ medzipruzkové sily pomocou viacerych volieb
® pravdepodobnostnu analyzu metédou Monte Carlo. Kazdy
vstupny parameter mozno zadat' ako Statisticky subor. Vysledky
analyzy mozno zobrazit' ako histogram alebo pravdepodobnostni

Obrazok 4
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NUMERICKE METODY

Autori v [4] uvadzaji : , Principy MKP su jednoduché a
vSeobecne zndme*. Dovolim si nesihlasit’ s prvou cast'ou vyroku,
ze principy MKP st jednoduché. MKP sama osebe predstavuje
jeden z vrcholov Fudského umu a eSte zd'aleka nie je uzavreta.
Konkrétna pocitacovd implementdcia predstavuje len maly
vrcholéek pyramidy usilia vedcov, badatelov, programatorov a
inzinierov. Naviac MKP je len moznou stcastou eSte zlozitejsicho
procesu. Je to ziva disciplina, stale vznikaju stovky prac.

Obrazok 5

Ako prostriedok k rieSeniu  stability svahu budeme mat’
vdalsom na mysli teoretické rieSenie steny MKP ako
dvojdimenzionalnu ulohu. (Trojdimenzionalne ulohy sa zatial
ukazuji ako prili§ komplikované). Uved'me si okruhy problémov
ako zdrojov, ktoré treba zvladnut’, kym sa prehryzieme k vlastnej
MKP :

Matematicka pruznost @ tenzor napdtia, tenzor deformacie @
fyzikalne a geometrické rovnice, diferencialne rovnice rovnovahy
@ rovnice kompatibility, okrajové podmienky @ zakladné rovnice
pruznosti (Lamé, Beltrami) @ Airyho funkcia @  minimum
potencialu energic @ variaéné metody (Lagrange, Castigliani, Ritz,
Galerkin)

Matematika @ infinitezimalny podet @ maticovy pocet @
polynomialna interpolacia @ funkcionalna analyza @ variacny
kalkul

Ked’ze toto sme ,,hravo* zvladli, skiisme si zadefinovat’, ¢o to
vlastne MKP je. Tak napriklad jedna z moznych definicii :

MKP je zaloZend na variacnej formulacii okrajovych
problémov (na rieSeni integralnych identit), vyuziva zakladni
viastnost integralu — aditivitu, tj. integral z meratelnej funkcie na
danej oblasti je suctom integralov cez lubovolny pocet navzajom
disjunktnych podoblasti, ktorych zjednotenie sa rovnd poévodnej
oblasti.

Alebo : MKP prevadza riesenie diferencialnych iiloh na
rieSenie sustav linearnych algebraickych rovnic. Najtazsie na MKP
je zrejme zostavenie bazovych funkcii a integracia prvkov matice
tuhosti a;; ako rieSenie minima funkcionalu, ako aj vlastné
pochopenie variaénej formulacie rieSenia problému. Technické
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komplikéacie pri praktickom zostavovani matice tuhosti a vektora
zatazenia su znaéné. Pokus popisat’ vyCerpavajucim spdsobom
navod na konkrétne postupy by vlastne znamenal vypracovat
projekt implementacie MKP pre rieSenie len urcitej skupiny
problémov, ¢o presahuje ramec takmer kazdej publikacie a
,,pravdepodobne vobec moznosti jedného cloveka* [2].

Pri rieSeni praktickych uloh ide vzdy o vzdjomnu suhru
viacerych pristupov, ktorych vysledky sa navzajom ovplyviuji.
Z matematického hladiska je MKP aproximaciou rieSenia
funkciami, ktoré su po kusoch polynomialne. Z tohoto pohl'adu sa
za historicky zaciatok metddy povazuje praca Couranta : R.Courant
:,, Variational methods for the solution of problems of equilibrium
and vibration*, 1943. V inzinierskych pracach stoji za zmienku
¢lanok Hrennikoff, A.: , Solutions of problems in elasticity by the
framework method*, 1941. Dalej inzinieri Levy,S.: , Structural
analysis and influence coefficients for delta wings“, 1953 a Argyrys,
J.H.: ,Energy theorems and structural analysis®, 1954 a
, Matrizentheorie der Statik”, 1957. Zmienme sa eSte o praci
Zienkiewicz, O.S., Cheung, Y.K.: , The finite element method in
structural and continuum mechanics “, 1967.

Funkéné prototypy algoritmov boli pre verejnost’ uvolnené na
univerzite v Berkeley, napisané v ramci univerzitného vyskumu.

Je zaujimavé, Ze matematici rozpoznali dolezitost MKP az
neskor. Rozpracovanost’ solidnych zakladov matematickej tedrie sa
datuje do 60-tych rokov minulého storocia.

MKP je dlhodobo a jemne vyladend metdda, rieSenie nie je
jednoznacné. Zhruba si to mozno predstavit’ tak, Ze sa nepoznalo
presné rieSenie problému a preto sa hladali (matematicky vel'mi
rafinované) postupy, ako by rieSenie mohlo vyzerat a potom sa
definovali odhady chyb ako odchylky od presného riesSenia. Este
inak povedané, inzinieri poc¢itaju a vypocitali to, ¢o sa vlastne neda
vypocitat’.

Pre rozdiel priblizného rieSenia yn a presného rieSenia y plati
nerovnost’ vyjadrena strednou kvadratickou odchylkou
[[y-ynllo=MIly-yallo

kde M je konstanta nezavisla na volbe podpriestoru Dy
z priestoru D (DneD), ya je ubovolna funkcia z priestoru Dy a
index p znadi, ze mame na mysli normu v Sobolevovom priestore
HP. Priblizné rieSenie yn je potom z priestoru Dy

Obrazok 6
SVAH V 1.0
ni = 1.01
20 kN/m
[T

ZjednodusSene na jednorozmernom priestore mozno podstatu
variaénej metody pouzivanej v MKP naznacit’ ako rieenie linedrnej
diferencialnej rovnice

—[pX)y’T + q(x)y = f(x)

pre xe <a,b> vo forme hl'adania minima funkcionalu

F(w) = fan (p(o[u’ () + q()[uG)I X — 2 fan F(x) u(x) dx.

Zvoli sa priestor Dye D a za aproximaciu rieSenia Ulohy sa
poklada funkcia yn , V ktorej dosahuje funkcional F(u) minima na
kone¢nodimenzionalnom podpriestore Dy. Do mnoziny D patria
vsetky spojité a po castiach spojité diferencovatelné funkcie
vintervale <a,b>, ktoré spifiaji homogénne okrajové podmienky.
Ak zvolime v priestore Dy bazu tvorent funkciami @;....®y (ktoré
st linearne nezavislé funkcie z priestoru Dy, také, Ze kazdy prvok
tohoto priestoru sa da pisat’ ako ich linedrna kombinacia), je
hl'adana aproximacia dana vzorcom

YN = 2t an Ny Ck Pr(X),
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pricom koeficienty ¢ = [ci....cy]” s rieSenim ststavy
linearnych rovnic Ac = g, kde A je $tvorcova matica radu N, ktorej
prvky ajj sa urcia zo vzorcov

aij =[] = fa [POIDi(X) D'i(X) + 9(X) )Pi(x) Pi(x)]dx

ag=[0;....en]" je N-dimenzionalny vektor, prvky ktorého

0i = Jab F(X) Di(x) dx.

Pri rieSeni steny ako dvojdimenzionalneho problému sa postup
o nie¢o skomplikuje, pretoze rieSime parcidlnu diferencionalnu
rovnicu 4-radu.

Zostavit ztakto formulovaného myslienkového procesu
funkény program je znaéne komplikované, napriek tomu sa
v priebehu vyvoja podarilo vyvinut' urité overené postupy,
pomocou ktorych sa da velmi efektivne naprogramovat’ aj velmi
zlozity fyzikalny problém. Do vécsich tazkosti sa mozeme dostat’,
ked’ jednotlivy elementarny krok postupu separujeme a chceme ho
bliz8ie analyzovat, a nebodaj exaktne dokazovat'.

K vSeobecne znamej diskretizacii rieSenej oblasti na konecné
prvky, zohl'adneniu okrajovych podmienok, vonkajsicho zatazenia
a rieSenia pomocou systému rovnic, pristupuje pri stabilite svahu
geometricka a fyzikalna nelinearita, tj. zmena podmienok zat'azenia
na sustavu po jej deformécii a zmena pevnostnych charakteristik
materialu po rozpredeleni napiti a deformacii. V podstate to
znamena diskretizaciu rieSenia v €ase, pricom v kazdom Easovom
kroku je nutné znovu zostrojit' maticu tuhosti pre nové vlastnosti
materialu a nova polohu sustavy, resp. nelinearne rieSenie sa
ziskava ako postupnost’ kvazilinearnych krokov. Materialové
vlastnosti sa menia podla funkénych zavislosti pracovnych
diagramov a stavu pretvorenia horniny. Podla rdzneho pristupu
k zmene fyzikdlnych vlastnosti (tzv. konstitu¢nych vztahov) sa
rozlisuju jednotlivé metddy (napr. elasticko-plasticka). V priebehu
takéhoto iteraéného rieSenia sa sleduje hodnota niektorého
vybraného parametra a jeho konvergencia. Takymto parametrom
moze byt napr. rozdiel posunov bodu medzi dvomi za sebou
nasledujucimi iteraénymi krokmi. Pri splneni kritéria sa rieSenie
ukonéi, v opaénom pripade bud’ diverguje alebo je nutné zvolit’
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VAcsi pocet iteracnych krokov. Obrdazok 7

Na obrazka 5 na jednoduchom nazornom priklade
nelinearneho vypoctu MKP s zobrazené funkcie tecenia, na
ktorych vidno rozvoj $mykovej plochy od pity svahu. Pouzity
elasticko-plasticky model podla Mohr-Coulomba. Ten isty profil
tejto parametrickej Studie je pre porovnanie znazorneny aj ako
vysledok analytickej metddy pri stupni bezpe€nosti 1 pomocou
programu SVAH na obrazka 6. Tomuto stupfiu zodpoveda
vstupnymi udajmi horny profil obrazku 5. Na obrazku 7 je
vrstevnaté podlozie ztuhSou vrstvou slienitych bridlic, kde sa
postupne vyvijaji dve potencidlne $mykové plochy v mékkych
iloch, badatel'né (pre zmenu) na izo¢iarach horizontalnych posunov
X.

Nakoniec si uvedieme orientacne pribliZné cenové relacie
niektorych komerénych programov :

Program

krajina pévodu cena

metoda medznej rovnovdhy (analytické) :

SLOPE/W CAN 130 000 Sk
GLEITK D 35000 Sk
FINE GEO4 Ccz 18 000 Sk
SVAH SK 8 000 Sk
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MKP - nelinedrne vypocty :

SIGMA/W CAN 130 000 Sk
RIB Tunel D 290 000 Sk
PLAXIS NL 420 000 Sk

SOFISTIK ASE D 1 000 Sk / den — prenajom

ooo
ooo
ooo

o,

Obrazok 8
ZAVER

Prakticky kazdy pripad zaloZenia stavby na alebo pri svahu by
mal mat’ aspon predbezny posudok stability svahu na podklade
geologického prieskumu za pomoci jednoduchSich programov
medznej rovnovahy (analytickych), resp. ruéného vypoctu.

Pritom je treba zohl'adnit’ mozné (aj buduce) zasahy do svahu
(zérezy, resp. nasypy). (Obrazok 8) V pripade preukéazatelne
niz8ich hodnét koeficientov bezpe€nosti by mala nasledovat
podrobnejsia analyza problému a zhodnotenie geotechnického
rizika. V zlozitej$ich a opodstatnenych pripadoch nastupuje
geotechnicky monitoring (pripadne aj za pomoci numerickych
metod) a spdtné analyzy pre vstupné hodnoty matematického
modelu.

Osobitnt skupinu tvoria samozrejme liniové stavby, hradze,
mosty, prichrady, tunely, lomy, banské diela a pod., kde st tieto
postupy nevyhnutnost'ou.
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Modelovani creepu v rovinnych

ANNOTATIONS

Algorithmization of slope stability 11

The second loose continuation of the topic deals with the
subject of numeric modeling of slope stability problems with
a special focus on the method of final elements, its mathematical
substance and historical roots. The article is completed by graphic
examples of the aplication in comparison with simpler analytical
methods. In the end of the article is provided an indicative list of
software products.


http://www.rib.cz/

